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Hồi quy tuyến tính

4

Học có giám sát
q Học có giám sát (Supervised learning)

o Tập dữ liệu học (training data) bao gồm các quan sát (examples, 
observations), mà mỗi quan sát được gắn kèm với một giá trị đầu 
ra mong muốn.

o Mục đích là học một hàm (vd: một phân lớp, một hàm hồi quy,...) 
phù hợp với tập dữ liệu hiện có và khả năng tổng quát hoá cao.

o Hàm học được sau đó sẽ được dùng để dự đoán cho các quan 
sát mới.

o Phân loại (classification): nếu đầu ra (output – y) thuộc tập rời rạc 
và hữu hạn.

o Hồi quy (regression): nếu đầu ra (output – y) là các số thực.
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Hồi quy tuyến tính: Giới thiệu
q Bài toán hồi quy: cần học một hàm y = f(x) từ một tập 

học cho trước D = {(x1, y1), (x2, y2), …, (xM, yM)} trong đó 
yi ≈ f(xi) với mọi i.
o Mỗi quan sát được biểu diễn bằng một véctơ n chiều, chẳng hạn 

xi = (xi1, xi2, …, xin)T.
o Mỗi chiều biểu diễn một thuộc tính (attribute/feature)

q Mô hình tuyến tính: nếu giả thuyết hàm y = f(x) là hàm có 
dạng tuyến tính

f(x) = w0 + w1x1 + … + wnxn

q Học một hàm hồi quy tuyến tính thì tương đương với 
việc học véctơ trọng số w = (w0, w1, …, wn)T
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Hồi quy tuyến tính: Ví dụ

Hàm tuyến tính f(x) nào phù hợp?

!(#)

#

0.13 -0.91

1.02 -0.17

3.17 1.61

-2.76 -3.31

1.44 0.18

5.28 3.36

-1.74 -2.46

7.93 5.56

... ...

Ví dụ:  !(#) = −1.02 + 0.83#
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Phán đoán tương lai

q Đối với mỗi quan sát x = (x1, x2, …, xn)T:
• Giá trị đầu ra mong muốn cx

(Không biết trước đối với các quan sát trong tương lai)

• Giá trị phán đoán (bởi hệ thống)

yx = w0 + w1x1 + … + wnxn

• Ta thường mong muốn yx xấp xỉ tốt cx

q Phán đoán cho quan sát tương lai z = (z1, z2, …, zn)T

• Cần dự đoán giá trị đầu ra, bằng cách áp dụng hàm mục tiêu đã 
học được f:

f(z) = w0 + w1z1 + … + wnzn
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Học hàm hồi quy
q Mục tiêu học: học một hàm f* sao cho khả năng phán 

đoán trong tương lai là tốt nhất. 
o Tức là sai số |cz – f(z)| là nhỏ nhất cho các quan sát tương lai z.
o Khả năng tổng quát hóa (generalization) là tốt nhất.

q Vấn đề: Có vô hạn hàm tuyến tính!!
o Làm sao để học? Quy tắc nào?

q Dùng một tiêu chuẩn để đánh giá.

o Tiêu chuẩn thường dùng là hàm lỗi
(generalization error, loss function, …)
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!(#)

#

Hàm đánh giá lỗi (loss function)

§ Định nghĩa hàm lỗi E
¨ Lỗi (error/loss) phán đoán cho quan sát x = (x1, x2, …, xn)T

r(x) = [cx – f*(x)]2 = (cx – w0 – w1x1 -… - wnxn)2

• Lỗi của hệ thống trên toàn bộ không gian của x:

E = Ex[r(x)] = Ex[cx – f*(x)]2

§ Mục tiêu học là tìm hàm f* mà E là nhỏ nhất:

• Trong đó H là không gian của hàm f.

§ Nhưng: trong quá trình học ta không thể làm việc được với bài 
toán này.
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f⇤ = arg minf2H Ex [r(x)]

Cost, risk

Hàm lỗi thực nghiệm
q Ta chỉ quan sát được một tập D = {(x1, y1), (x2, y2), …, 

(xM, yM)}. Cần học hàm f từ D.
q Lỗi thực nghiệm (empirical loss; residual sum of squares)

o RSS/M là một xấp xỉ của Ex[r(x)] trên tập học D

q
!
" "## $ − &! ' ( thường được gọi là lỗi tổng quát 

hoá (generalization error) của hàm f.
q Nhiều phương pháp học thường gắn với RSS.
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Hàm  lỗi  thực  nghiệm

� Ta  chỉ  quan  sát  được  một  tập  𝑫 = 𝒙ଵ, 𝑦ଵ , … , (𝒙ெ, 𝑦ெ) . 
Cần  học  hàm  𝑓 từ  đó.

� Lỗi  thực  nghiệm  (empirical loss; residual sum of squares)
� Là  một  xấp  xỉ  của  𝐸𝒙 𝑟(𝒙) trên  tập  học  D

� Định  nghĩa:

𝑅𝑆𝑆 𝑓 =
ୀଵ

ெ

(𝑦 − 𝑓(𝒙))ଶ =
ୀଵ

ெ

(𝑦 − 𝑤 − 𝑤ଵ𝑥ଵ − ⋯− 𝑤𝑥)ଶ

� Nhiều  phương  pháp  học  thường  gắn  với  𝑅𝑆𝑆.
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Bình phương tối thiểu (OLS)
n Cho trước D, ta đi tìm hàm f mà có RSS nhỏ nhất.

n Đây được gọi là bình phương tối thiểu (least squares).
q Tìm nghiệm w* bằng cách lấy đạo hàm của RSS và giải 

phương trình RSS’ = 0. Thu được:

o Trong đó A là ma trận dữ liệu cỡ Mx(n+1) mà hàng thứ i là Ai = 
(1, xi1, xi2, …, xin); B-1 là ma trận nghịch đảo; y = (y1, y2, …, yM)T.

o Chú ý: giả thuyết ATA tồn tại nghịch đảo.
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(1)

Bình  phương  tối  thiểu

� Cho  trước  𝑫,  ta  đi  tìm  hàm  𝑓 mà  có  𝑅𝑆𝑆 nhỏ  nhất.
𝑓∗ = argmin

∈𝑯
𝑅𝑆𝑆(𝑓)

⇔ 𝒘∗ = argmin
𝒘


ୀଵ

ெ

(𝑦 − 𝑤 − 𝑤ଵ𝑥ଵ − ⋯− 𝑤𝑥)ଶ

� Đây  được  gọi  là bình  phương  tối  thiểu (least squares).
� Tìm  nghiệm  𝒘∗ bằng  cách  lấy  đạo  hàm  của  𝑅𝑆𝑆 và  giải  
phương  trình  𝑅𝑆𝑆′ = 0.  Thu  được:

𝒘∗ = 𝑨்𝑨 ିଵ𝑨்𝒚
� Trong  đó  𝑨 là  ma  trận  dữ  liệu  cỡ  𝑀 × (𝑛 + 1) mà  hàng  thứ  𝑖 là  

(1, 𝑥ଵ, … , 𝑥); 𝑩ିଵ là  ma  trận  nghịch  đảo;;  𝒚 = 𝑦ଵ,… , 𝑦ெ ்.
� Chú  ý:  giả  thuyết  𝑨்𝑨 tồn  tại  nghịch  đảo.
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Bình  phương  tối  thiểu

� Cho  trước  𝑫,  ta  đi  tìm  hàm  𝑓 mà  có  𝑅𝑆𝑆 nhỏ  nhất.
𝑓∗ = argmin

∈𝑯
𝑅𝑆𝑆(𝑓)

⇔ 𝒘∗ = argmin
𝒘


ୀଵ

ெ

(𝑦 − 𝑤 − 𝑤ଵ𝑥ଵ − ⋯− 𝑤𝑥)ଶ

� Đây  được  gọi  là bình  phương  tối  thiểu (least squares).
� Tìm  nghiệm  𝒘∗ bằng  cách  lấy  đạo  hàm  của  𝑅𝑆𝑆 và  giải  
phương  trình  𝑅𝑆𝑆′ = 0.  Thu  được:

𝒘∗ = 𝑨்𝑨 ିଵ𝑨்𝒚
� Trong  đó  𝑨 là  ma  trận  dữ  liệu  cỡ  𝑀 × (𝑛 + 1) mà  hàng  thứ  𝑖 là  

(1, 𝑥ଵ, … , 𝑥); 𝑩ିଵ là  ma  trận  nghịch  đảo;;  𝒚 = 𝑦ଵ,… , 𝑦ெ ்.
� Chú  ý:  giả  thuyết  𝑨்𝑨 tồn  tại  nghịch  đảo.
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Bình phương tối thiểu: thuật toán
n Input: D = {(x1, y1), (x2, y2), …, (xM, yM)}
n Output: w*
q Học w* bằng cách tính:

o Trong đó A là ma trận dữ liệu cỡ Mx(n+1) mà hàng thứ i là Ai = 
(1, xi1, xi2, …, xin); B-1 là ma trận nghịch đảo; y = (y1, y2, …, yM)T.

o Chú ý: giả thuyết ATA tồn tại nghịch đảo.

q Phán đoán cho quan sát mới x:
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Bình  phương  tối  thiểu

� Cho  trước  𝑫,  ta  đi  tìm  hàm  𝑓 mà  có  𝑅𝑆𝑆 nhỏ  nhất.
𝑓∗ = argmin

∈𝑯
𝑅𝑆𝑆(𝑓)

⇔ 𝒘∗ = argmin
𝒘


ୀଵ

ெ

(𝑦 − 𝑤 − 𝑤ଵ𝑥ଵ − ⋯− 𝑤𝑥)ଶ

� Đây  được  gọi  là bình  phương  tối  thiểu (least squares).
� Tìm  nghiệm  𝒘∗ bằng  cách  lấy  đạo  hàm  của  𝑅𝑆𝑆 và  giải  
phương  trình  𝑅𝑆𝑆′ = 0.  Thu  được:

𝒘∗ = 𝑨்𝑨 ିଵ𝑨்𝒚
� Trong  đó  𝑨 là  ma  trận  dữ  liệu  cỡ  𝑀 × (𝑛 + 1) mà  hàng  thứ  𝑖 là  

(1, 𝑥ଵ, … , 𝑥); 𝑩ିଵ là  ma  trận  nghịch  đảo;;  𝒚 = 𝑦ଵ,… , 𝑦ெ ்.
� Chú  ý:  giả  thuyết  𝑨்𝑨 tồn  tại  nghịch  đảo.
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Bình  phương  tối  thiểu:  thuật  toán

� Input: 𝑫 = 𝒙ଵ, 𝑦ଵ , … , (𝒙ெ, 𝑦ெ)
� Output: 𝒘∗

� Học  𝒘∗ bằng  cách  tính:
𝒘∗ = 𝑨்𝑨 ିଵ𝑨்𝒚

� Trong  đó  𝑨 là  ma  trận  dữ  liệu  cỡ  𝑀 × (𝑛 + 1) mà  hàng  thứ  𝑖 là  
một  véctơ  𝑨 = (1, 𝑥ଵ, … , 𝑥), 𝑩ିଵ là  ma  trận  nghịch  đảo,  𝒚 =
𝑦ଵ, … , 𝑦ெ ்.

� Chú  ý:  giả  thuyết  𝑨்𝑨 tồn  tại  nghịch  đảo.

� Phán  đoán  cho  quan  sát  mới  𝒙:
𝑦௫ = 𝑤∗ + 𝑤ଵ∗𝑥ଵ +⋯+ 𝑤∗𝑥
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Bình phương tối thiểu: ví dụ
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x y
0.13 -1

1.02 -0.17

3 1.61

-2.5 -2

1.44 0.1

5 3.36

-1.74 -2.46

7.5 5.56
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Kết quả học bằng bình phương tối thiểu

f*

f*(x) = 0.81x – 0.78

Bình phương tối thiểu: nhược điểm
q Nếu ATA không tồn tại nghịch đảo thì không học được.

o Nếu các thuộc tính (cột của A) có phụ thuộc lẫn nhau.

q Độ phức tạp tính toán lớn do phải tính ma trận nghịch 
đảo.
→Không làm việc được nếu số chiều n lớn.

q Khả năng overfitting cao vì việc học hàm f chỉ quan tâm 
tối thiểu lỗi đối với tập học đang có.
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Ridge regression (1)

n Cho trước D = {(x1, y1), (x2, y2), …, (xM, yM)}, ta đi giải bài 

toán:

Trong đó Ai = (1, xi1, xi2, …, xin) được tạo ra từ xi; λ là một hằng số phạt

(λ> 0).
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(2)

Ridge regression (1)

� Cho  trước𝑫 = 𝒙ଵ, 𝑦ଵ , … , (𝒙ெ, 𝑦ெ) ,  ta  đi  giải  bài  toán:

𝑓∗ = argmin
∈𝑯

𝑅𝑆𝑆 𝑓 + 𝜆 𝒘 ଶ
ଶ

⇔ 𝒘∗ = argmin
𝒘


ୀଵ

ெ

(𝑦 − 𝑨𝒊𝒘)ଶ + 𝜆
ୀ



𝑤ଶ

� Trong  đó  𝜆 > 0 là  một  hằng  số  phạt.
� 𝑨 = 1, 𝑥ଵ, … , 𝑥 tương  ứng  với  quan  sát  𝒙

� Đại  lượng  chuẩn  tắc  𝜆 𝒘 ଶ
ଶ :

� Có  vai  trò  hạn  chế  độ  lớn  của  𝒘∗ (hạn  chế  không  gian  hàm  𝑓). 
� Đánh  đổi  chất  lượng  của  hàm  𝑓 đối  với  tập  học  𝑫,  để  có  khả  

năng  phán  đoán  tốt  hơn  với  quan  sát  tương  lai.
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Ridge regression (2)
q Giải bài toán (2) tương đương với việc giải bài toán sau:

.∗ = argmin
"
5
#$%

&
6# − 7#8 '

sao cho ∑($)* .(' ≤ ;
¨ t là một hằng số nào đó.

q Đại lượng hiệu chỉnh (phạt) ) * #
#

o Có vai trò hạn chế độ lớn của w* (hạn chế   không gian hàm f). 
o Đánh đổi chất lượng của hàm f đối với tập học D, để có khả năng 

phán đoán tốt hơn với quan sát tương lai.
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(3)

Ridge regression (3)
q Tìm nghiệm w* bằng cách lấy đạo hàm của RSS và giải 

phương trình RSS’ = 0. Thu được:

o Trong đó A là ma trận dữ liệu cỡ Mx(n+1) mà hàng thứ i là (1, xi1, 
xi2, …, xin); y = (y1, y2, …, yM)T; In+1 là ma trận đơn vị cỡ n+1.

q So sánh với phương pháp bình phương tối thiểu:
o Tránh được trường hợp ma trận dữ liệu suy biến. Hồi quy Ridge 

luôn làm việc được.
o Khả năng overfitting thường ít hơn.
o Lỗi trên tập học có thể nhiều hơn.

q Chú ý: chất lượng của phương pháp phụ thuộc rất nhiều 
vào sự lựa chọn của tham số λ.
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Ridge regression (2)

� Tìm  nghiệm  𝒘∗ bằng  cách  lấy  đạo  hàm  của  𝑅𝑆𝑆 và  giải  
phương  trình  𝑅𝑆𝑆′ = 0.  Thu  được:

𝒘∗ = 𝑨்𝑨 + 𝜆𝑰ାଵ ିଵ𝑨்𝒚
� Trong  đó  𝑨 là  ma  trận  dữ  liệu  cỡ  𝑀 × (𝑛 + 1) mà  hàng  thứ  𝑖 là  

(1, 𝑥ଵ, … , 𝑥); 𝒚 = 𝑦ଵ,… , 𝑦ெ ்; 𝑰ାଵ là  ma  trận  đơn  vị  cỡ  𝑛 + 1.

� So  sánh  với  phương  pháp  bình  phương  tối  thiểu:
� Tránh  được  trường  hợp  ma  trận  dữ  liệu  suy  biến.  Hồi  quy  Ridge  

luôn  làm  việc  được.
� Khả  năng  overfitting  thường  ít  hơn.
� Lỗi  trên  tập  học  có  thể  nhiều  hơn.

� Chú  ý: chất  lượng  của  phương  pháp  phụ  thuộc  rất  nhiều  
vào  sự  lựa  chọn  của  tham  số  𝜆.
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Ridge regression: thuật toán
n Input: D = {(x1, y1), (x2, y2), …, (xM, yM)}, hằng số λ>0
n Output: w*
q Học w* bằng cách tính:

o Trong đó A là ma trận dữ liệu cỡ Mx(n+1) mà hàng thứ i là Ai = 
(1, xi1, xi2, …, xin); B-1 là ma trận nghịch đảo; y = (y1, y2, …, yM)T.

q Phán đoán cho quan sát mới x:

q Chú ý: để tránh vài ảnh hưởng xấu từ độ lớn của y, ta nên loại bỏ 
thành phần w0 trong đại lượng phạt ở công thức (2). Khi đó nghiệm 
w* sẽ thay đổi một chút.
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Bình  phương  tối  thiểu:  thuật  toán

� Input: 𝑫 = 𝒙ଵ, 𝑦ଵ , … , (𝒙ெ, 𝑦ெ)
� Output: 𝒘∗

� Học  𝒘∗ bằng  cách  tính:
𝒘∗ = 𝑨்𝑨 ିଵ𝑨்𝒚

� Trong  đó  𝑨 là  ma  trận  dữ  liệu  cỡ  𝑀 × (𝑛 + 1) mà  hàng  thứ  𝑖 là  
một  véctơ  𝑨 = (1, 𝑥ଵ, … , 𝑥), 𝑩ିଵ là  ma  trận  nghịch  đảo,  𝒚 =
𝑦ଵ, … , 𝑦ெ ்.

� Chú  ý:  giả  thuyết  𝑨்𝑨 tồn  tại  nghịch  đảo.

� Phán  đoán  cho  quan  sát  mới  𝒙:
𝑦௫ = 𝑤∗ + 𝑤ଵ∗𝑥ଵ +⋯+ 𝑤∗𝑥

10

Ridge regression (2)

� Tìm  nghiệm  𝒘∗ bằng  cách  lấy  đạo  hàm  của  𝑅𝑆𝑆 và  giải  
phương  trình  𝑅𝑆𝑆′ = 0.  Thu  được:

𝒘∗ = 𝑨்𝑨 + 𝜆𝑰ାଵ ିଵ𝑨்𝒚
� Trong  đó  𝑨 là  ma  trận  dữ  liệu  cỡ  𝑀 × (𝑛 + 1) mà  hàng  thứ  𝑖 là  

(1, 𝑥ଵ, … , 𝑥); 𝒚 = 𝑦ଵ,… , 𝑦ெ ்; 𝑰ାଵ là  ma  trận  đơn  vị  cỡ  𝑛 + 1.

� So  sánh  với  phương  pháp  bình  phương  tối  thiểu:
� Tránh  được  trường  hợp  ma  trận  dữ  liệu  suy  biến.  Hồi  quy  Ridge  

luôn  làm  việc  được.
� Khả  năng  overfitting  thường  ít  hơn.
� Lỗi  trên  tập  học  có  thể  nhiều  hơn.

� Chú  ý: chất  lượng  của  phương  pháp  phụ  thuộc  rất  nhiều  
vào  sự  lựa  chọn  của  tham  số  𝜆.

14

Ridge regression: ví dụ
n Xét tập dữ liệu Prostate gồm 67 quan sát dùng để học, và 31 quan 

sát dùng để kiểm thử. Dữ liệu gồm 8 thuộc tính.  

20

w
Least 

squares Ridge

0 2.465 2.452

lcavol 0.680 0.420

lweight 0.263 0.238

age −0.141 −0.046

lbph 0.210 0.162

svi 0.305 0.227

lcp −0.288 0.000

gleason −0.021 0.040

pgg45 0.267 0.133

Test RSS 0.521 0.492

Ridge regression: ảnh hưởng của λ
n W* = (w0, S1, S2, S3, S4, S5, S6, AGE, SEX, BMI, BP) thay đổi khi 

cho λ thay đổi. 
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LASSO
q Hồi quy Ridge sử dụng chuẩn L2 cho đại lượng hiệu chỉnh:

!∗ = argmin# ∑$%&' *$ − ,$- ( , sao cho ∑)%*+ !)( ≤ 0
q Thay L2 bằng L1 thì ta sẽ thu được phương pháp LASSO:

.∗ = argmin
"
5
#$%

&
6# − 7#8 '

sao cho ∑($)* |.(| ≤ ;
q Hoặc có thể viết lại:

+∗ = argmin% 3
&'!

"
4& − 5&* # + ) * !

q Hàm mục tiêu của bài toán là không trơn. Do đó việc giải nó có 
thể khó hơn hồi quy Ridge.
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LASSO: đại lượng hiệu chỉnh
q Các kiểu hiệu chỉnh khác nhau sẽ tạo ra các miền khác 

nhau cho w.

q LASSO thường tạo ra nghiệm thưa, tức là nhiều thành phần 
của w có giá trị là 0.
o Vì thế LASSO thực hiện đồng thời việc hạn chế và lựa chọn đặc 

trưng

Figure by Nicoguaro - Own work, CC BY 4.0, 
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=58258966

OLS, Ridge, LASSO
n Xét tập dữ liệu Prostate gồm 67 quan sát dùng để học, và 31 quan 

sát dùng để kiểm thử. Dữ liệu gồm 8 thuộc tính.  
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w
Ordinary Least 

Squares Ridge LASSO

0 2.465 2.452 2.468

lcavol 0.680 0.420 0.533

lweight 0.263 0.238 0.169

age −0.141 −0.046

lbph 0.210 0.162 0.002

svi 0.305 0.227 0.094

lcp −0.288 0.000

gleason −0.021 0.040

pgg45 0.267 0.133

Test RSS 0.521 0.492 0.479

Một số trọng số 
là 0 

à Chúng có thể 
không quan 

trọng



Phân lớp
Rừng ngẫu nhiên
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1. Cây quyết định

26

n Cây quyết định (Decision tree)
• Dùng cấu trúc cây để xấp xỉ một hàm cần học.

n Một cây quyết định có thể được biểu diễn (diễn giải) bằng một 
tập các luật IF-THEN (dễ đọc và dễ hiểu)

n Được áp dụng thành công trong rất nhiều 
các bài toán ứng dụng thực tế

Ví dụ về DT:  Một người có chơi tennis không?

• (Outlook=Overcast, Temperature=Hot, Humidity=High, 
Wind=Weak) → Yes

• (Outlook=Rain, Temperature=Mild, Humidity=High, Wind=Strong)
→ No

• (Outlook=Sunny, Temperature=Hot, Humidity=High, Wind=Strong)
→ No

Sunny

Outlook=?

Wind=?

Strong

YesNo

Humidity=?

High WeakNormal

Yes

Rain

No

Overcast

Yes
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Ví dụ về DT:  Những tin tức nào mà tôi quan tâm?

is absent

is present

“music”?

“football”?

is present

InterestedUninterested

“singer”?

is present is absentis absent

Interested

is absent

“My God”?

is present

Interested Uninterested

• (…,“music”,…,“singer”,…) → Interested
• (…,“My God”,…) → Interested
• (…,“music”,…) → Uninterested

28

Biểu diễn cây quyết định (1)

29

n Mỗi nút trong (internal node) biểu diễn một thuộc tính cần 
kiểm tra giá trị đối với các ví dụ.

n Mỗi nhánh (branch) từ một nút sẽ tương ứng với một giá 
trị có thể của thuộc tính gắn với nút đó.

n Mỗi nút lá (leaf node) biểu diễn một lớp.

n Một cây quyết định học được sẽ phân lớp đối với một ví 
dụ, bằng cách duyệt cây từ nút gốc đến một nút lá

→ Nhãn lớp gắn với nút lá đó sẽ được gán cho ví dụ cần phân lớp.

Biểu diễn cây quyết định (2)

30

n Mỗi đường đi (path) từ nút gốc đến một nút lá sẽ tương  
ứng với một kết hợp (conjunction) của các kiểm tra giá trị 
thuộc tính (attribute tests).

n Cây quyết định (bản thân nó) chính là một phép tuyển 
(disjunction) của các kết hợp (conjunctions) này.

Sunny

Outlook=?

Wind=?

Strong

YesNo

Humidity=?

High WeakNormal

Yes

Rain

No

Overcast

Yes



Những tin tức nào mà tôi quan tâm?

is absent

is present

“music”?

“football”?

is present

InterestedUninterested

“singer”?

is present is absentis absent

Interested

is absent

“My God”?

is present

Interested Uninterested

[(“music” is present) Ù (“singer” is present)] Ú

[(“music” is absent) Ù (“football” is present)] Ú

[(“music” is absent) Ù (“football” is absent) Ù (“My God” is present)]
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Một người có chơi tennis không?

[(Outlook=Sunny) Ù (Humidity=Normal)] Ú

(Outlook=Overcast) Ú

[(Outlook=Rain) Ù (Wind=Weak)]

Sunny

Outlook=?

Wind=?

Strong

YesNo

Humidity=?

High WeakNormal

Yes

Rain

No

Overcast

Yes
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2. Học cây quyết định bằng ID3

33

n ID3 (Iterative Dichotomiser 3) thực hiện tìm kiếm tham lam trên không 
gian các cây quyết định (do Ross Quinlan đề xuất năm 1986).

n Giả thuyết mỗi quan sát x được biểu diễn bởi n thuộc tính 
n x = (x1, x2, …, xn)
n Mỗi xi là một thuộc tính rời rạc (discrete) hoặc định danh (categorical)

n Mỗi quan sát trong tập học có một nhãn lớp tương ứng.

ID3
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n Xây dựng (học) một cây quyết định theo chiến lược top-down, bắt đầu 
từ nút gốc.

n Ở mỗi nút, chọn thuộc tính kiểm tra (là thuộc tính có khả năng phân 
loại tốt nhất đối với các ví dụ học gắn với nút đó).

n Tạo mới một cây con của nút hiện tại cho mỗi giá trị của thuộc tính 
kiểm tra, và tập học sẽ được tách ra (thành các tập con) tương ứng với 
cây con vừa tạo.

n Quá trình phát triển cây quyết định sẽ tiếp tục cho đến khi:
• Cây quyết định phân loại hoàn toàn các ví dụ học, hoặc

• Tất cả các thuộc tính đã được sử dụng

n Chú ý: Mỗi thuộc tính chỉ được phép xuất hiện tối đa 1 lần đối với bất 
kỳ một đường đi nào trong cây.

Giải thuật ID3
ID3_alg(Training_Set, Class_Labels, Attributes)
Tạo nút Root của cây quyết định

If tất cả các ví dụ của Training_Set thuộc cùng lớp c, Return Cây quyết định có nút Root được gắn 
với (có nhãn) lớp c

If Tập thuộc tính Attributes là rỗng, Return Cây quyết định có nút Root được gắn với nhãn lớp º
Majority_Class_Label(Training_Set)

A ← Thuộc tính trong tập Attributes có khả năng phân loại “tốt nhất” đối với Training_Set

Thuộc tính kiểm tra cho nút Root ← A

For each Giá trị có thể v của thuộc tính A
Bổ sung một nhánh cây mới dưới nút Root, tương ứng với trường hợp: “Giá trị của A là v”
Xác định  Training_Setv = {ví dụ x | xÍ Training_Set, xA=v}
If (Training_Setv là rỗng) Then

Tạo một nút lá với nhãn lớp ºMajority_Class_Label(Training_Set)
Gắn nút lá này vào nhánh cây mới vừa tạo

Else Gắn vào nhánh cây mới vừa tạo một cây con sinh ra bởi  ID3_alg(Training_Setv, 
Class_Labels, {Attributes \ A})

Return Root

35

Lựa chọn thuộc tính kiểm tra

A1=?

v12
v11 v13

(c1: 35, c2: 25)

c1: 21
c2: 9

c1: 5
c2: 5

c1: 9
c2: 11

A2=?
v21 v22

(c1: 35, c2: 25)

c1: 8
c2: 19

c1: 27
c2: 6
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n Tại mỗi nút, chọn thuộc tính kiểm tra như thế nào?

n Chọn thuộc tính quan trọng nhất cho việc phân lớp các ví dụ học gắn 
với nút đó

n Làm thế nào để đánh giá khả năng của một thuộc tính đối với việc 
phân tách các ví dụ học theo nhãn lớp của chúng?

→ Sử dụng một đánh giá thống kê – Information Gain

n Ví dụ:   Xét bài toán phân lớp có 2 lớp (c1, c2)
→ Thuộc tính nào, A1 hay A2, nên được chọn là thuộc tính kiểm tra?



Information gain: Entropy
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n Entropy đo mức độ hỗn tạp (impurity/inhomogeneity) của một tập
n Entropy của tập S đối với việc phân lớp có c lớp

trong đó pi là tỷ lệ các ví dụ trong tập S thuộc vào lớp i,  và 0 log20 =0

n Entropy của tập  đối với việc phân lớp có 2 lớp

n Ý nghĩa của entropy trong lĩnh vực Information Theory
→ Entropy chỉ ra số bits trung bình cần thiết để mã hóa một lớp trong S.
→ Entropy của một message đo giá trị trung bình của lượng thông tin chứa trong 

message đó.

→ Entropy của một biến ngẫu nhiên x đo mức độ không đoán được x.

Entropy(S) = �
Pc

i=1 pi log2 pi

Information gain: Ví dụ về Entropy

0
0.5 1

0.5

1

E
nt

ro
py

(S
)

p1
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nS gồm 14 ví dụ, trong đó 9 ví dụ thuộc về lớp c1
và 5 ví dụ thuộc về lớp c2

n Entropy của tập S đối với phân lớp có 2 lớp:
Entropy(S) 
= -(9/14).log2(9/14) -(5/14).log2(5/14) 
≈ 0.94

n Entropy =0, nếu tất cả các ví dụ thuộc cùng một 
lớp (c1 hoặc c2)

n Entropy =1, số lượng các ví dụ thuộc về lớp c1 bằng số lượng các ví 
dụ thuộc về lớp c2

n Entropy thuộc (0,1), nếu như số lượng các ví dụ thuộc về lớp c1 khác 
với số lượng các ví dụ thuộc về lớp c2

Information gain
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n Information Gain của một thuộc tính đối với một tập S:
• Đo mức độ giảm Entropy nếu chia S theo các giá trị của thuộc tính đó.

n Information Gain của thuộc tính A đối với tập S

trong đó Values(A) là tập các giá trị có thể của thuộc tính A, và
Sv = {x | x thuộc S, và xa = v}

n Trong công thức trên, thành phần thứ 2 thể hiện giá trị Entropy 
sau khi tập S được phân chia bởi các giá trị của thuộc tính A.

n Ý nghĩa của Gain(A): Lượng thông tin (trung bình) bị mất nếu 
chia S theo thuộc tính A.

Gain(S, A) = Entropy(S)�
P

v2V alues(A)

|Sv|
|S| Entropy(Sv)

Tập các ví dụ học
Xét tập dữ liệu S ghi lại những ngày mà một người chơi (không chơi) tennis:

YesStrongHighMildOvercastD12
YesWeakNormalHotOvercastD13

Day Outlook Temperature Humidity Wind Play Tennis
D1 Sunny Hot High Weak No
D2 Sunny Hot High Strong No
D3 Overcast Hot High Weak Yes
D4 Rain Mild High Weak Yes
D5 Rain Cool Normal Weak Yes
D6 Rain Cool Normal Strong No
D7 Overcast Cool Normal Strong Yes
D8 Sunny Mild High Weak No
D9 Sunny Cool Normal Weak Yes
D10 Rain Mild Normal Weak Yes
D11 Sunny Mild Normal Strong Yes

D14 Rain Mild High Strong No
[Mitchell, 1997]
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Information Gain: Ví dụ
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n Hãy tính giá trị Information Gain của thuộc tính Wind đối với tập học S
– Gain(S,Wind)?

n Thuộc tính Wind có 2 giá trị có thể:  Weak và Strong

nS = {9 ví dụ lớp Yes và 5 ví dụ lớp No}

nSweak = {6 ví dụ lớp Yes và 2 ví dụ lớp No có giá trị Wind=Weak}

nSstrong = {3 ví dụ lớp Yes và 3 ví dụ lớp No có giá trị Wind=Strong}

Information Gain: Ví  dụ

17

�Hãy  tính  giá  trị  Information  Gain  của  thuộc  tính  Wind đối  với  tập  học  S
– Gain(S,Wind)?

� Thuộc  tính  Wind có  2  giá  trị  có  thể:    Weak và  Strong
� S =  {9  ví  dụ  lớp  Yes và  5  ví  dụ  lớp  No}
� Sweak =  {6  ví  dụ  lớp  Yes và  2  ví  dụ  lớp  No có  giá  trị  Wind=Weak}
� Sstrong =  {3  ví  dụ  lớp  Yes và  3  ví  dụ  lớp  No có  giá  trị  Wind=Strong}

𝐺𝑎𝑖𝑛 𝑆,𝑊𝑖𝑛𝑑 = 𝐸𝑛𝑡𝑟𝑜𝑝𝑦 𝑆 − 
௩∈ ௌ௧,ௐ

𝑆௩
𝑆

𝐸𝑛𝑡𝑟𝑜𝑝𝑦 𝑆௩

= 𝐸𝑛𝑡𝑟𝑜𝑝𝑦 𝑆 −
8
14

𝐸𝑛𝑡𝑟𝑜𝑝𝑦 𝑆ௐ −
6
14

𝐸𝑛𝑡𝑟𝑜𝑝𝑦 𝑆ௌ௧

= 0.94 −
8
14

∗ 0.81 −
6
14

∗ 1 = 0.048

Học  Máy  – IT 4866

n Tại nút gốc, thuộc tính nào trong số {Outlook, Temperature, 
Humidity, Wind} nên được chọn là thuộc tính kiểm tra?

• Gain(S, Outlook) = ... = 0.246
• Gain(S, Temperature) = ... = 0.029
• Gain(S, Humidity) = ... = 0.151
• Gain(S, Wind) = ... = 0.048

→Vì vậy, Outlook được chọn là thuộc tính kiểm tra cho nút gốc!

Học cây quyết định: Ví dụ.

Outlook=?

Node1

OvercastSunny Rain

S={9+, 5-}

SSunny={2+, 3-} SOvercast={4+, 0-} SRain={3+, 2-}

Yes Node2

42



Học cây quyết định: Ví dụ..

Outlook=?

Humidity=?

Overcast
Sunny

Rain

S={9+, 5-}

SSunny= 
{2+, 3-}

SOvercast=
{4+, 0-} SRain= 

{3+, 2-}

Yes Node2

Node3 Node4

SHigh= 
{0+, 3-}

SNormal= 
{2+, 0-}

High Normal
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n Tại nút Node1, thuộc tính nào 
trong số {Temperature, 
Humidity, Wind}  nên được 
chọn là thuộc tính kiểm tra?
Lưu ý! Thuộc tính Outlook bị 
loại ra, bởi vì nó đã được sử 
dụng bởi cha của nút Node1 (là 
nút gốc)

• Gain(SSunny, Temperature) =...= 
0.57

• Gain(SSunny, Humidity) = ... = 0.97
• Gain(SSunny, Wind) = ... = 0.019

→Vì vậy, Humidity được chọn 
là thuộc tính kiểm tra cho nút 
Node1!

Học cây quyết định: Chiến lược tìm kiếm.

q ID3  tìm kiếm một cây quyết định phù hợp (fits) với tập 
học, trong không gian các cây quyết định.

q ID3  thực hiện chiến lược tìm kiếm từ đơn giản đến phức 
tạp, bắt đầu với cây rỗng (empty tree).

q Quá trình tìm kiếm của ID3 được điều khiển bởi độ đo 
đánh giá Information Gain.

q ID3 chỉ tìm kiếm một (chứ không phải tất cả các) cây 
quyết định phù hợp với tập học.
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Học cây quyết định: Chiến lược tìm kiếm..

q ID3 thực hiện tìm kiếm tham lam
→Chỉ đảm bảo tìm được lời giải tối ưu cục bộ (locally optimal 

solution) – chứ không đảm bảo tìm được lời giải tối ưu tổng thể 
(globally optimal solution).

→Một khi một thuộc tính được chọn là thuộc tính kiểm tra cho một 
nút, thì ID3 không bao giờ cân nhắc lại lựa chọn này.
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Ưu tiên trong học cây quyết định.
• Cả 2 cây quyết định dưới đây đều phù hợp với tập học đã cho
• Vậy thì, cây quyết định nào sẽ được ưu tiên (được học) bởi giải thuật 

ID3?

Weak

Sunny

Outlook=?

Wind=?

Strong

YesNo

Humidity=?

High Normal

Yes

Rain

No

Overcast

Yes

Sunny

Outlook=?

Wind=?

Strong

YesNo

Temperature=?

Hot WeakMild

Yes

Rain

No

Overcast

Yes

Cool

Humidity=?

High

Yes

Normal

No
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Ưu tiên trong học cây quyết định..
• Đối với một tập học, có thể tồn tại nhiều cây quyết định phù 

hợp với tập học này.

• Cây quyết định nào (trong số đó) được chọn?

• ID3  chọn cây quyết định phù hợp đầu tiên tìm thấy trong quá 
trình tìm kiếm của nó

→Lưu ý là trong quá trình tìm kiếm, giải thuật ID3 không bao giờ cân nhắc 
lại các lựa chọn trước đó (without backtracking)

• Chiến lược tìm kiếm của giải thuật ID3
• Ưu tiên các cây quyết định đơn giản (chiều cao cây thấp)

• Ưu tiên các cây quyết định trong đó một thuộc tính có giá trị Information 
Gain càng lớn thì sẽ là thuộc tính kiểm tra của một nút càng gần nút gốc
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3. Vài vấn đề trong ID3
• Cây quyết định học được quá phù hợp (over-fit) với tập học.

• Xử lý các thuộc tính có kiểu giá trị liên tục (kiểu số thực)?

• Các đánh giá phù hợp hơn (tốt hơn Information Gain) đối với 
việc xác định thuộc tính kiểm tra?

• Xử lý các quan sát thiếu giá trị thuộc tính (missing-value 
attributes)?

• Xử lý các thuộc tính có chi phí (cost) khác nhau?

→ Cải tiến của giải thuật ID3 với tất cả các vấn đề nêu trên được 
giải quyết: giải thuật C4.5
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Over-fitting (1)
• Một cây quyết định phù hợp hoàn hảo đối với tập huấn luyện có phải 

là giải pháp tối ưu?
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Over-fitting (2)
Tiếp tục quá trình học cây quyết định sẽ làm giảm độ chính xác 
đối với tập thử nghiệm mặc dù tăng độ chính xác đối với tập học

[Mitchell, 1997]
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Over-fitting: Cách giải quyết.
q 2 chiến lược

•Ngừng học sớm hơn, trước khi nó đạt tới cấu trúc cây cho phép 
phân loại hoàn hảo tập huấn luyện.

•Học (phát triển) cây đầy đủ (tương ứng với cấu trúc cây hoàn toàn 
phù hợp đối với tập huấn luyện), và sau đó thực hiện quá trình tỉa
(to post-prune) cây.

q Chiến lược tỉa cây đầy đủ (Post-pruning over-fit trees) 
thường cho hiệu quả tốt hơn trong thực tế.

→ Lý do:  Chiến lược “ngừng sớm” việc học cây cần phải đánh giá 
chính xác được khi nào nên ngừng việc học (phát triển) cây – Khó 
xác định!
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Over-fitting: Cách giải quyết..
q Làm sao để chọn kích thước “phù hợp” của cây quyết 

định? Cắt tỉa đến bao giờ?
• Đánh giá hiệu năng phân loại đối với một tập tối ưu (validation set)

-Đây là phương pháp thường được sử dụng nhất
-2 f.f. chính:  reduced-error pruning and rule post-pruning

• Áp dụng một thí nghiệm thống kê (vd: chi-square test) để đánh giá 
xem việc mở rộng (hay cắt tỉa) một nút có giúp cải thiện hiệu năng 
đối với tập huấn luyện

• Đánh giá độ phức tạp của việc mã hóa các ví dụ học và cây quyết 
định, và ngừng việc học (phát triển) cây quyết định khi kích thước 
của việc mã hóa này là tối thiểu.
-Dựa trên nguyên lý Minimum Description Length (MDL)
-Cần cực tiểu hóa:  size(tree) + size(misclassifications(tree))
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Reduced-error pruning
q Mỗi nút của cây (khớp hoàn toàn) được kiểm tra để cắt tỉa
q Một nút sẽ bị cắt tỉa nếu cây (sau khi cắt tỉa nút đó) đạt được hiệu 

năng không tồi hơn cây ban đầu đối với tập tối ưu (validation set)
q Cắt tỉa một nút bao gồm các việc:

• Loại bỏ toàn bộ cây con (sub-tree) gắn với nút bị cắt tỉa
• Chuyển nút bị cắt tỉa thành một nút lá (nhãn phân lớp)
• Gắn với nút lá này (nút bị cắt tỉa) nhãn lớp chiếm số đông trong tập 

huấn luyện gắn với nút đó

q Lặp lại việc cắt tỉa các nút
• Luôn lựa chọn một nút mà việc cắt tỉa nút đó tối đa hóa khả năng 

phân loại của cây quyết định đối với tập tối ưu (validation set)
• Kết thúc, khi việc cắt tỉa thêm nút làm giảm khả năng phân loại của 

cây quyết định đối với tập tối ưu (validation set)
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Rule post-pruning
qHọc (phát triển) cây quyết định hoàn toàn 

phù hợp với tập huấn luyện
qChuyển biểu diễn cây quyết định học 

được thành một tập các luật tương ứng 
(tạo một luật cho mỗi đường đi từ nút 
gốc đến một nút lá)

qRút gọn (tổng quát hóa) mỗi luật (độc lập 
với các luật khác), bằng cách loại bỏ bất 
kỳ điều kiện nào giúp mang lại sự cải 
thiện về hiệu quả phân loại của luật đó

qSắp xếp các luật đã rút gọn theo khả 
năng (hiệu quả) phân loại, và sử dụng 
thứ tự này cho việc phân loại các ví dụ 
trong tương lai

IF (Outlook=Sunny) Λ
(Humidity=Normal)

THEN (PlayTennis=Yes)

Weak

Sunny

Outlook=?

Wind=?

Strong

YesNo

Humidity=?

High Normal

Yes

Rain

No

Overcast

Yes
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Các thuộc tính có giá trị liên tục
qRời rạc hoá: chuyển đổi thành các thuộc tính có giá trị rời rạc, bằng 

cách chia khoảng giá trị liên tục thành một tập các khoảng (intervals) 
không giao nhau

qĐối với thuộc tính (có giá trị liên tục) A, tạo một thuộc tính mới kiểu nhị 
phân Av sao cho:  Av là đúng nếu A>v, và là sai nếu ngược lại

qLàm thế nào để xác định giá trị ngưỡng v “tốt nhất”?
→ Chọn giá trị ngưỡng v giúp sinh ra giá trị  Information Gain cao nhất

qVí dụ:
• Sắp xếp các ví dụ học theo giá trị tăng dần đối với thuộc tính Temperature
• Xác định các ví dụ học liền kề nhưng khác phân lớp
• Có 2 giá trị ngưỡng có thể:  Temperature54 và  Temperature85
• Thuộc tính mới kiểu nhị phân Temperature54 được chọn, bởi vì 
Gain(S,Temperature54) > Gain(S,Temperature85)

Temperature 40 48 60 72 80 90

PlayTennis No No Yes Yes Yes No
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Lựa chọn thuộc tính
q Xu hướng của đánh giá Information Gain

→ Ưu tiên các thuộc tính có nhiều giá trị hơn các thuộc tính có ít giá trị
Vd:  Thuộc tính Date có số lượng rất lớn các giá trị có thể

-Thuộc tính này sẽ có giá trị Information Gain cao nhất
-Một mình thuộc tính này có thể phân loại hoàn hảo toàn bộ tập huấn luyện 

(thuộc tính này phân chia tập học thành rất nhiều các tập con có kích 
thước rất nhỏ)

-Thuộc tính này được chọn là thuộc tính kiểm tra ở nút gốc (của cây quyết 
định chỉ có mức độ sâu bằng 1, nhưng rất rộng, rất nhiều phân nhánh)

q Một đánh giá khác:  Gain Ratio
→Giảm ảnh hưởng của các thuộc tính có (rất) nhiều giá trị

(trong đó Values(A) là tập 
các giá trị có thể của thuộc 
tính A,  và Sv={x| xÎS, xA=v})
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Lựa  chọn  thuộc  tính
� Xu  hướng  của  đánh  giá  Information Gain

→Ưu  tiên  các  thuộc  tính  có  nhiều  giá  trị  hơn  các  thuộc  tính  có  ít  giá  trị
Vd:    Thuộc  tính  Date có  số  lượng  rất  lớn  các  giá  trị  có  thể

-Thuộc  tính  này  sẽ  có  giá  trị  Information  Gain  cao  nhất
-Một  mình  thuộc  tính  này  có  thể  phân  loại  hoàn  hảo  toàn  bộ  tập  huấn  luyện  
(thuộc  tính  này  phân  chia  các  ví  dụ  học  thành  rất  nhiều  các  tập  con  có  
kích  thước  rất  nhỏ)

-Thuộc  tính  này  được  chọn  là  thuộc  tính  kiểm  tra  ở  nút  gốc  (của  cây  quyết  
định  chỉ  có  mức  độ  sâu  bằng  1,  nhưng  rất  rộng,  rất  nhiều  phân  nhánh)

� Một  đánh  giá  khác:    Gain  Ratio
→Giảm  ảnh  hưởng  của  các  thuộc  tính  có  (rất)  nhiều  giá  trị

𝐺𝑎𝑖𝑛𝑅𝑎𝑡𝑖𝑜 𝑆, 𝐴 =
𝐺𝑎𝑖𝑛(𝑆, 𝐴)

𝑆𝑝𝑙𝑖𝑡𝐼𝑛𝑓𝑜𝑟𝑚𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛(𝑆, 𝐴) ,

𝑆𝑝𝑙𝑖𝑡𝐼𝑛𝑓𝑜𝑟𝑚𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑆, 𝐴 = − 
௩∈௨௦()

𝑆௩
𝑆

logଶ
𝑆௩
𝑆

(trong  đó  Values(A) là  tập  
các  giá  trị  có  thể  của  thuộc  
tính  A,    và  Sv={x| x�S, xA=v})
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Xử lý các thuộc tính thiếu giá trị
• Giả sử thuộc tính A là một ứng cử cho thuộc tính kiểm tra ở 

nút n
• Xử lý thế nào với x không có (thiếu) giá trị đối với thuộc tính A

(tức là: xA là không xác định)?
• Gọi Sn là tập các quan sát gắn với nút n có giá trị đối với thuộc 

tính A

→Giải pháp 1:  xA là giá trị phổ biến nhất đối với thuộc tính A
trong số các quan sát thuộc tập Sn

→Giải pháp 2:  xA là giá trị phổ biến nhất đối với thuộc tính A
trong số các quan sát thuộc tập Sn mà có cùng nhãn lớp với x
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4. Cây quyết định cho hồi quy
• Có thể dễ dàng thiết kế cây quyết định cho bài toán hồi quy.
• Thay đổi từ ID3:

•Thay thế độ đo Information gain, để tìm được một tập các thuộc tính và 
phân chia tại mỗi node.

•Tại mỗi node lá, lưu tất cả các quan sát đã được phân vào lá đó.

• Phán đoán cho quan sát mới z:
•Duyệt cây từ gốc cho tới nút lá, theo các giá trị thuộc tính của z.
•Gọi L là nút lá mà z duyệt đến. D(L) là tập các quan sát chứa trong nút lá 
L, và k là tổng số quan sát trong L.

•Dự đoán giá trị đầu ra cho z:
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5. Rừng ngẫu nhiên (Random forests)
• Random forests (RF) là một phương pháp dành cho phân lớp và hồi

quy. Được đề xuất bởi Leo Breiman (2001).

• Ý tưởng: là một sự kết hợp của các cây quyết định, bằng cách lấy
trung bình các phán đoán của các cây.

• Mỗi cây trong đó là 1 cây đơn giản nhưng ngẫu nhiên.

• Mỗi cây được sinh ra phụ thuộc vào cách lựa chọn các thuộc tính
trong quá trình học.
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5. Rừng ngẫu nhiên (Random forests)
• RF là một trong những phương pháp được dùng phổ biến nhất và

mạnh nhất hiện tại [Fernández-Delgado et al., 2014]

• RF có thể cài đặt dễ dàng và nhanh, nhưng có thể tạo ra các phán
đoán chính xác và có thể làm việc tốt với những bài toán rất nhiều
chiều mà không bị overfitting. J

• Tuy nhiên, vẫn khó phân tích các tính chất toán học của RF. L
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5. RF: 3 thành phần cơ bản
• Ngẫu nhiên hoá và không cắt tỉa:

•Đối với mỗi cây, tại mỗi nút ta chọn ngẫu nhiên một nhóm nhỏ các thuộc 
tính để chia.

•Tính mốc chia tốt nhất, và phân nhánh cây.
•Cây đó sẽ được sinh ra với cỡ lớn nhất, mà không dùng cắt tỉa.

• Tổng hợp: mỗi phán đoán về sau thu được bằng cách lấy trung bình 
các phán đoán từ tất cả các cây.

• Bagging: tập học dành cho mỗi cây được sinh ra bằng cách lấy ngẫu 
nhiên (có trùng lặp) từ tập học ban đầu.

61Nguồn: Gerard Biau (2012)

Three basic ingredients

1-Randomization and no-pruning
. For each tree, select at random, at each node, a small group of

input coordinates to split.

. Calculate the best split based on these features and cut.

. The tree is grown to maximum size, without pruning.

G. Biau (UPMC) 38 / 114

5. RF: thuật toán
• Đầu vào: tập học D, số cây K
• Tạo K cây, mỗi cây được sinh ra như sau:

•Xây dựng một tập con Di bằng cách lấy ngẫu nhiên (có trùng lặp) từ D.
•Học cây thứ i từ Di như sau:

•Tại mỗi đỉnh (nút): 
•chọn ngẫu nhiên một tập con các thuộc tính

•phân nhánh cây dựa trên tập thuộc tính đó.

•Cây này sẽ được sinh ra với cỡ lớn nhất, không dùng cắt tỉa.

• Mỗi phán đoán về sau thu được bằng cách lấy trung bình các phán 
đoán từ tất cả các cây.
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5. RF: so sánh với các phương pháp
• So sánh RF với các phương pháp phân loại khác

•Được thực hiện bởi [Fernández-Delgado et al., 2014].
•Sử dụng 55 bài toán khác nhau.
•Độ chính xác trung bình (μP) được dùng để so sánh.

63

Do we Need Hundreds of Classifiers to Solve Real World Classification Problems?

No. Classifier µC No. Classifier µC

1 parRF t 69.9 11 nnet t 67.7

2 rf t 69.6 12 dkp C 67.6

3 rforest R 69.3 13 RRFglobal t 67.4

4 C5.0 t 69.0 14 Bagging LibSVM w 67.3

5 RotationForest w 68.6 15 Decorate w 67.1

6 svm C 68.4 16 knn t 67.1

7 mlp t 68.4 17 Bagging REPTree w 67.0

8 RRF t 68.1 18 elm m 67.0

9 LibSVM w 67.8 19 pda t 67.0

10 avNNet t 67.8 20 RandomCommittee w 66.9

No. Classifier µP No. Classifier µP

1 rf t 91.1 11 Bagging LibSVM w 89.9

2 parRF t 91.1 12 RandomCommittee w 89.9

3 svm C 90.7 13 Bagging RandomTree w 89.8

4 RRF t 90.6 14 MultiBoostAB RandomTree w 89.8

5 RRFglobal t 90.6 15 MultiBoostAB LibSVM w 89.8

6 LibSVM w 90.6 16 MultiBoostAB PART w 89.7

7 RotationForest w 90.5 17 Bagging PART w 89.7

8 C5.0 t 90.5 18 AdaBoostM1 J48 w 89.5

9 rforest R 90.3 19 Bagging REPTree w 89.5

10 treebag t 90.2 20 MultiBoostAB J48 w 89.4

No. Classifier µD No. Classifier µD

1 rf t 82.1 11 MultiBoostAB LibSVM w 79.7

2 rforest R 81.8 12 LibSVM w 79.6

3 svm C 81.6 13 RandomCommittee w 79.5

4 parRF t 81.6 14 dkp C 79.5

5 RRF t 80.8 15 nnet t 79.3

6 RotationForest w 80.3 16 elm kernel m 79.2

7 C5.0 t 80.2 17 avNNet t 79.2

8 mlp t 80.0 18 treebag t 79.0

9 Bagging LibSVM w 80.0 19 MAB MLP w 78.8

10 RRFglobal t 79.8 20 knn R 78.7

Table 10: Twenty best classifiers depending on the data set complexity and population.
Up: average accuracy µC (in %) weighting each data set decreasingly with its
complexity. Middle: accuracy µP weighting the data sets increasingly with
#patterns. Down: average accuracy µD weighted decreasingly with #patterns.

(upper part) shows the accuracy µL for the 20 best classifiers. The best classifiers are svm C
and rf t (with the same accuracy), followed by rforest t, Bagging LibSVM w, parRF t and
others, only 1% below the bests. There are 4 Random Forests and 2 SVMs in the top-10.
The Bagging LibSVM w, MultiBoostAB LibSVM w and MultiBoostAB Multilayer Percep-
tron w ensembles are also included in the top-10. The best neural networks are dkp C (9th
position), MultilayerPerceptron w and elm m. Two DA classifiers (rda R and hdda R) and
two NN classifiers (knn R and IBk w) are included. With respect to the number of in-
puts, the weighted average accuracy µI according to the #inputs N I

i can be calculated
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