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Machine Learning?

• Học máy (ML - Machine Learning) là một lĩnh vực con của Trí 
tuệ nhân tạo (Artificial Intelligence)

• Câu hỏi trung tâm của ML: [Mitchell, 2006]
¨ How can we build computer systems that automatically improve 

with experience, and what are the fundamental laws that govern all 
learning processes?

• Vài quan điểm về học máy:
¨ Build systems that automatically improve their performance [Simon, 

1983].

¨ Program computers to optimize a performance objective at some 
task, based on data and past experience [Alpaydin, 2020]
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Máy học

• Ta nói một máy tính có khả năng học nếu nó tự cải thiện 
hiệu suất hoạt động P cho một công việc T cụ thể, dựa vào 
kinh nghiệm E của nó.

• Như vậy một bài toán học máy có thể biểu diễn bằng 1 bộ 
(T, P, E)

• T: một công việc (nhiệm vụ)
• P: tiêu chí đánh giá hiệu năng
• E: kinh nghiệm
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Ví dụ thực tế (1)

• Lọc thư rác (email spam filtering)
• T:  Dự đoán (để lọc) những thư điện tử 

nào là thư rác (spam email)
• P:  số lượng thư điện tử gửi đến được 

phân loại chính xác
• E:  Một tập các thư điện tử (emails) mẫu, 

mỗi thư điện tử được biểu diễn bằng một 
tập thuộc tính (vd: tập từ khóa) và nhãn 
lớp (thư thường/thư rác) tương ứng
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Ví dụ thực tế (2)
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Gán nhãn ảnh

n T:  đưa ra một vài mô tả ý nghĩa của 
1 bức ảnh

n P: ?

n E:  Một tập các bức ảnh, trong đó mỗi ảnh 
đã được gán một tập các từ mô tả ý nghĩa của chúng

Máy học gì?
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f : x 7! y
¡ Học một ánh xạ (hàm): 

• x: quan sát (dữ liệu), kinh nghiệm
• y: phán đoán, tri thức mới, kinh nghiệm mới, …

¡ Hồi quy (regression): nếu y là một số thực

¡ Phân loại (classification): nếu y thuộc một tập rời rạc (tập nhãn lớp)

Máy học từ đâu?
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¡ Học từ đâu?

¡ Từ các quan sát trong quá khứ (tập học – training data set). 
{{x1, x2, …, xN}; {y1, y2,…, yM}}

¡ xi là các quan sát của x trong quá khứ
¡ yh là nhãn (label) hoặc phản hồi (response) hoặc đầu ra (output) tương 

ứng với xh.

¡ Sau khi đã học:

¡ Thu được một mô hình, kinh nghiệm, tri thức mới (f).

¡ Dùng nó để suy diễn (infer) hoặc phán đoán (predict) cho quan sát 
trong tương lai. 

yz = f(z)

Hai bài toán học cơ bản
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¡ Học có giám sát (supervised learning): cần học một hàm y = 

f(x) từ tập học {{x1, x2, …, xN}; {y1, y2,…, yN}} sao cho yi ≅ f(xi).

¡ Phân loại (phân lớp): nếu y chỉ nhận giá trị từ một tập rời rạc, 
chẳng hạn {cá, cây, quả, mèo}

¡ Hồi quy: nếu y nhận giá trị số thực

¡ Học không giám sát (unsupervised learning): cần học một hàm 

y = f(x) từ tập học cho trước {x1, x2, …, xN}.

¡ Y có thể là các cụm dữ liệu.
¡ Y có thể là các cấu trúc ẩn.

¡ Học bán giám sát (semi-supervised learning)?

Supervised learning: Phân loại

• Multi-class classification (phân loại nhiều lớp): mỗi 
đầu ra chỉ thuộc 1 lớp, mỗi quan sát x chỉ có 1 nhãn 
thuộc tập nhãn lớp {c1, c2, …, cL}

¨ Spam filtering: y in {spam, normal}

¨ Financial risk estimation: y in {high, normal, no}

¨ Discovery of network attacks: ?

• Multi-label classification (phân loại đa nhãn): mỗi 
đầu ra là một tập nhỏ các lớp; mỗi quan sát x có thể 
có nhiều nhãn

¨ Image tagging: y = {birds, nest, tree} 

¨ sentiment analysis
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Supervised learning: Hồi quy

• Phán đoán chỉ số chứng khoán
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Unsupervised learning: ví dụ (1)

• Gom nhóm dữ liệu vào các cụm (Clustering)
¨ Discover the data groups/clusters

• Phát hiện cộng đồng
¨ Detect communities in online social networks

13

challenging problem than classification. There is a growing interest
in a hybrid setting, called semi-supervised learning (Chapelle et al.,
2006); in semi-supervised classification, the labels of only a small
portion of the training data set are available. The unlabeled data,
instead of being discarded, are also used in the learning process.
In semi-supervised clustering, instead of specifying the class labels,
pair-wise constraints are specified, which is a weaker way of
encoding the prior knowledge. A pair-wise must-link constraint
corresponds to the requirement that two objects should be as-
signed the same cluster label, whereas the cluster labels of two ob-
jects participating in a cannot-link constraint should be different.
Constraints can be particularly beneficial in data clustering (Lange
et al., 2005; Basu et al., 2008), where precise definitions of under-
lying clusters are absent. In the search for good models, one would
like to include all the available information, no matter whether it is
unlabeled data, data with constraints, or labeled data. Fig. 1 illus-
trates this spectrum of different types of learning problems of
interest in pattern recognition and machine learning.

2. Data clustering

The goal of data clustering, also known as cluster analysis, is to
discover the natural grouping(s) of a set of patterns, points, or ob-
jects. Webster (Merriam-Webster Online Dictionary, 2008) defines
cluster analysis as ‘‘a statistical classification technique for discov-
ering whether the individuals of a population fall into different
groups by making quantitative comparisons of multiple character-

istics.” An example of clustering is shown in Fig. 2. The objective is
to develop an automatic algorithm that will discover the natural
groupings (Fig. 2b) in the unlabeled data (Fig. 2a).

An operational definition of clustering can be stated as fol-
lows: Given a representation of n objects, find K groups based
on a measure of similarity such that the similarities between ob-
jects in the same group are high while the similarities between
objects in different groups are low. But, what is the notion of
similarity? What is the definition of a cluster? Fig. 2 shows that
clusters can differ in terms of their shape, size, and density. The
presence of noise in the data makes the detection of the clusters
even more difficult. An ideal cluster can be defined as a set of
points that is compact and isolated. In reality, a cluster is a sub-
jective entity that is in the eye of the beholder and whose signif-
icance and interpretation requires domain knowledge. But, while
humans are excellent cluster seekers in two and possibly three
dimensions, we need automatic algorithms for high-dimensional
data. It is this challenge along with the unknown number of clus-
ters for the given data that has resulted in thousands of cluster-
ing algorithms that have been published and that continue to
appear.

2.1. Why clustering?

Cluster analysis is prevalent in any discipline that involves anal-
ysis of multivariate data. A search via Google Scholar (2009) found
1660 entries with the words data clustering that appeared in 2007

Fig. 1. Learning problems: dots correspond to points without any labels. Points with labels are denoted by plus signs, asterisks, and crosses. In (c), the must-link and cannot-
link constraints are denoted by solid and dashed lines, respectively (figure taken from Lange et al. (2005).

Fig. 2. Diversity of clusters. The seven clusters in (a) (denoted by seven different colors in 1(b)) differ in shape, size, and density. Although these clusters are apparent to a data
analyst, none of the available clustering algorithms can detect all these clusters.

652 A.K. Jain / Pattern Recognition Letters 31 (2010) 651–666

Unsupervised learning: ví dụ (2)

• Trends detection
¨ Discover the trends, demands, future 

needs of online users
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Thiết kế một hệ thống học (1)

• Một số vấn đề quan trọng cần được xem xét kỹ

• Lựa chọn tập học (training examples/data):
¨ Tập học có ảnh hưởng lớn đến hiệu quả của hệ thống học.

¨ Liệu ta có thu thập được nhãn cho dữ liệu huấn luyện? 
¨ Các ví dụ học nên tương thích với (đại diện cho) các ví dụ sẽ được 

làm việc bởi hệ thống trong tương lai (future test examples)

• Xác định được bài toán học máy nào?
¨ Phân loại? F:  X → {0,1} 

¨ Hồi quy? F:  X → R
¨ Phân cụm?
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Thiết kế một hệ thống học (2)
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¡ Lựa chọn dạng hàm (mô hình) để xấp xỉ hàm mục tiêu

• Hàm đa thức (a polynomial function)

• Một tập các luật (a set of rules)

• Một cây quyết định (a decision tree)

• Một mạng nơ-ron nhân tạo (an artificial neural network)

• …

¡ Lựa chọn một giải thuật học máy có thể học (xấp xỉ) được hàm

(mô hình) đã chọn

• Hồi quy Ridge?

• Back-propagation?

• SGD?
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Vài vấn đề trong Học máy (1)
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n Giải thuật học máy (Learning algorithm)

• Những giải thuật học máy nào có thể học (xấp xỉ) một hàm mục tiêu cần 
học?

• Với những điều kiện nào, một giải thuật học máy đã chọn sẽ hội tụ (tiệm 
cận) đến hàm mục tiêu cần học?

• Đối với một lĩnh vực cụ thể và đối với một cách biểu diễn các ví dụ (đối 
tượng) cụ thể, giải thuật học máy nào thực hiện tốt nhất?

n No-free-lunch theorem [Wolpert and Macready, 1997]: 
If an algorithm performs well on a certain class of problems then it 
necessarily pays for that with degraded performance on the set of all 
remaining problems.

v No algorithm can beat another on all domains. 

(không có thuật toán nào luôn hiệu quả nhất trên mọi miền ứng dụng)

Vài vấn đề trong Học máy (2)
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¡ Các ví dụ học (Training examples)

• Bao nhiêu ví dụ học là đủ?

• Kích thước của tập học (tập huấn luyện) ảnh hưởng thế nào đối
với độ chính xác của hàm mục tiêu học được?

• Các ví dụ lỗi (nhiễu) và/hoặc các ví dụ thiếu giá trị thuộc tính
(missing value) ảnh hưởng thế nào đối với độ chính xác?



Vài vấn đề trong Học máy (3)
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n Quá trình học (Learning process)

• Chiến lược tối ưu cho việc lựa chọn thứ tự sử dụng (khai thác) 
các ví dụ học?

• Các chiến lược lựa chọn này làm thay đổi mức độ phức tạp của 
bài toán học máy như thế nào?

• Các tri thức cụ thể của bài toán (ngoài các ví dụ học) có thể đóng 
góp thế nào đối với quá trình học?

Vài vấn đề trong Học máy (4)
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¡ Khả năng/giới hạn học (Learnability)

• Hàm mục tiêu nào mà hệ thống cần học?

¡ Biểu diễn hàm mục tiêu:  Khả năng biểu diễn (vd: hàm tuyến tính / 
hàm phi tuyến)  vs.  Độ phức tạp của giải thuật và quá trình học

• Các giới hạn đối với khả năng học của các giải thuật học máy?

• Khả năng Tổng quát hóa (generalization) của hệ thống?

¡ Để làm việc tốt với những mẫu dữ liệu trong tương lai
¡ Để tránh vấn đề “overfitting” (đạt độ chính xác cao trên tập học, 

nhưng đạt độ chính xác thấp trên tập thử nghiệm)

• Khả năng hệ thống tự động thay đổi (thích nghi) biểu diễn

(cấu trúc) bên trong của nó?

Overfitting (quá khớp, quá khít)

• Hàm h được gọi là overfitting nếu tồn tại hàm g mà:
¨ g có thể tồi hơn h đối với tập huấn luyện,
¨ nhưng g tốt hơn h đối với dữ liệu tương lai.

• A learning algorithm is said to overfit relative to another one if it 
is more accurate in fitting known data, but less accurate in 
predicting unseen data.

• Vài nguyên nhân gây ra Overfitting:
¨ Hàm h quá phức tạp

¨ Lỗi (nhiễu) trong tập huấn luyện (do quá trình thu thập/xây dựng 
tập dữ liệu)

¨ Số lượng các ví dụ học quá nhỏ, không đại diện cho toàn bộ tập 
(phân bố) của các ví dụ của bài toán học

21

Vấn đề overfitting: minh hoạ

22

Test error

Training error

Good modelUnderfitting Overfitting

Simple Too complex

Er
ro

r

Good
(Học không đến 
nơi đến chốn) (Học vẹt?)

Overfitting: ví dụ

• Khi tăng cỡ lớn của một Cây quyết định thì chất lượng phán 
đoán của nó có thể giảm dần, mặc dù độ chính xác trên tập 
huấn luyện tăng dần

23[Mitchell, 1997]

Overfitting: Regularization

• Trong số rất nhiều hàm thì hàm nào có khả năng tổng quát cao 
nhất khi học từ tập dữ liệu cho trước?

¨ Tổng quát hoá là mục tiêu chính của học máy.

¨ Tức là, khả năng phán đoán tốt với dữ liệu tương lai.

• Regularization: cách dùng phổ biến
¨ Là cách hạn chế không gian chứa hàm f.

24(http://towardsdatascience.com/multitask-learning-teach-your-ai-more-to-make-it-better-dde116c2cd40)

f(x)

x



Overfitting: có chắc là tệ không?

• Góc nhìn truyền thống: Hàm !" #; %
học được càng phức tạp thì khả năng bị
overfitting càng cao

¨ Low bias: !" #; % có thể xấp xỉ tập huấn
luyện càng tốt hơn.

¨ High variance: !" #; % dễ bị thay đổi
mạnh khi tập huấn luyện thay đổi.
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38 2. Overview of Supervised Learning
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FIGURE 2.11. Test and training error as a function of model complexity.

be close to f(x0). As k grows, the neighbors are further away, and then
anything can happen.

The variance term is simply the variance of an average here, and de-
creases as the inverse of k. So as k varies, there is a bias–variance tradeoff.

More generally, as the model complexity of our procedure is increased, the
variance tends to increase and the squared bias tends to decrease. The op-
posite behavior occurs as the model complexity is decreased. For k-nearest
neighbors, the model complexity is controlled by k.

Typically we would like to choose our model complexity to trade bias
off with variance in such a way as to minimize the test error. An obvious
estimate of test error is the training error 1

N

∑
i(yi − ŷi)2. Unfortunately

training error is not a good estimate of test error, as it does not properly
account for model complexity.

Figure 2.11 shows the typical behavior of the test and training error, as
model complexity is varied. The training error tends to decrease whenever
we increase the model complexity, that is, whenever we fit the data harder.
However with too much fitting, the model adapts itself too closely to the
training data, and will not generalize well (i.e., have large test error). In
that case the predictions f̂(x0) will have large variance, as reflected in the
last term of expression (2.46). In contrast, if the model is not complex
enough, it will underfit and may have large bias, again resulting in poor
generalization. In Chapter 7 we discuss methods for estimating the test
error of a prediction method, and hence estimating the optimal amount of
model complexity for a given prediction method and training set.

A B

Fig. 1. Curves for training risk (dashed line) and test risk (solid line). (A) The classical U-shaped risk curve arising from the bias–variance trade-off. (B) The
double-descent risk curve, which incorporates the U-shaped risk curve (i.e., the “classical” regime) together with the observed behavior from using high-
capacity function classes (i.e., the “modern” interpolating regime), separated by the interpolation threshold. The predictors to the right of the interpolation
threshold have zero training risk.

networks and kernel machines trained to interpolate the training
data obtain near-optimal test results even when the training data
are corrupted with high levels of noise (5, 6).

The main finding of this work is a pattern in how perfor-
mance on unseen data depends on model capacity and the
mechanism underlying its emergence. This dependence, empir-
ically witnessed with important model classes including neural
networks and a range of datasets, is summarized in the “double-
descent” risk curve shown in Fig. 1B. The curve subsumes the
classical U-shaped risk curve from Fig. 1A by extending it beyond
the point of interpolation.

When function class capacity is below the “interpolation
threshold,” learned predictors exhibit the classical U-shaped
curve from Fig. 1A. (In this paper, function class capacity is iden-
tified with the number of parameters needed to specify a function
within the class.) The bottom of the U is achieved at the sweet
spot which balances the fit to the training data and the suscepti-
bility to overfitting: To the left of the sweet spot, predictors are
underfitted, and immediately to the right, predictors are overfit-
ted. When we increase the function class capacity high enough
(e.g., by increasing the number of features or the size of the neu-
ral network architecture), the learned predictors achieve (near)
perfect fits to the training data—i.e., interpolation. Although
the learned predictors obtained at the interpolation threshold
typically have high risk, we show that increasing the function
class capacity beyond this point leads to decreasing risk, typically
going below the risk achieved at the sweet spot in the “classical”
regime.

All of the learned predictors to the right of the interpolation
threshold fit the training data perfectly and have zero empiri-
cal risk. So why should some—in particular, those from richer
functions classes—have lower test risk than others? The answer
is that the capacity of the function class does not necessarily
reflect how well the predictor matches the inductive bias appro-
priate for the problem at hand. For the learning problems we
consider (a range of real-world datasets as well as synthetic
data), the inductive bias that seems appropriate is the regular-
ity or smoothness of a function as measured by a certain function
space norm. Choosing the smoothest function that perfectly fits
observed data is a form of Occam’s razor: The simplest expla-
nation compatible with the observations should be preferred (cf.
refs. 7 and 8). By considering larger function classes, which con-
tain more candidate predictors compatible with the data, we
are able to find interpolating functions that have smaller norm
and are thus “simpler.” Thus, increasing function class capacity
improves performance of classifiers.

Related ideas have been considered in the context of margins
theory (7, 9, 10), where a larger function class H may permit
the discovery of a classifier with a larger margin. While the
margins theory can be used to study classification, it does not

apply to regression and also does not predict the second descent
beyond the interpolation threshold. Recently, there has been an
emerging recognition that certain interpolating predictors (not
based on ERM) can indeed be provably statistically optimal or
near optimal (11, 12), which is compatible with our empirical
observations in the interpolating regime.

In the remainder of this article, we discuss empirical evidence
for the double-descent curve and the mechanism for its emer-
gence and conclude with some final observations and parting
thoughts.

Neural Networks
In this section, we discuss the double-descent risk curve in the
context of neural networks.

Random Fourier Features. We first consider a popular class of non-
linear parametric models called random Fourier features (RFF)
(13), which can be viewed as a class of 2-layer neural networks
with fixed weights in the first layer. The RFF model family
HN with N (complex-valued) parameters consists of functions
h : Rd

!C of the form

h(x )=
NX

k=1

ak�(x ; vk ) where �(x ; v):=e
p
�1hvk ,xi,

and the vectors v1, . . . , vN are sampled independently from the
standard normal distribution in Rd . (We consider HN as a class
of real-valued functions with 2N real-valued parameters by tak-
ing real and imaginary parts separately.) Note that HN is a
randomized function class, but as N !1, the function class
becomes a closer and closer approximation to the reproducing
kernel Hilbert space (RKHS) corresponding to the Gaussian
kernel, denoted by H1. While it is possible to directly use
H1 [e.g., as is done with kernel machines (14)], the random
classes HN are computationally attractive to use when the sam-
ple size n is large but the number of parameters N is small
compared with n .

Our learning procedure using HN is as follows. Given data
(x1, y1), . . . , (xn , yn) from Rd

⇥R, we find the predictor hn,N 2

HN via ERM with squared loss. That is, we minimize the empiri-
cal risk objective 1

n

Pn
i=1(h(xi)� yi)

2 over all functions h 2HN .
When the minimizer is not unique (as is always the case when
N >n), we choose the minimizer whose coefficients (a1, . . . , aN )
have the minimum `2 norm. This choice of norm is intended as
an approximation to the RKHS norm khk

H1
, which is generally

difficult to compute for arbitrary functions in HN . For prob-
lems with multiple outputs (e.g., multiclass classification), we use
functions with vector-valued outputs and the sum of the squared
losses for each output.

15850 | www.pnas.org/cgi/doi/10.1073/pnas.1903070116 Belkin et al.
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Hiện tượng kỳ lạ:
¨ Hàm !" #; % có lỗi 

huấn luyện rất bé (≅ 0), 
nhưng vẫn có độ chính 
xác cao trên tập kiểm 
thử.

¨ GPT-3, ResNets,
VGG, StyleGAN,
DALLE-3, …
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